Matematica Discreta I: Ejercicios resueltos Temas 2-3 GRUPO: 1M1S-MI

Ejercicio 1. Demuestra por induccién, que para todon € N, 12 +32 + -+ + (2n — 1)? =
n(2n —1)(2n + 1)
3 .

Solucién. k£ = 1: 12 = 1(2-1-1)(2-1+1)

(se cumple).

3
k(2k—1)2k+ 1
k = k +1: Supongamos que 1% + 3% + -+ + (2k — 1)? = ( ?2< + )yvamosa
E+1)2k+1)—1)(2(k+1 1
Verqueentonces12+32+-~+(2(/€+1)—1)2:( + 1Dk + )3 JR(E+1) + ):

(k + 1)(2k + 1)(2k + 3)
3

P43+ 4+ 2+ 1) -1 =12+ 32+ + 2k =D+ (2(k+1) — 1)

3
_ k(2K - 1;(% T, g GCE-D T 3(;1« +1))(2k + 1)
(2K —k+06k+3)(2k+1)  (2k*45k+3))(2k+1)
B 3 B 3
_ (R 1)(2k ; 3)(2k + 1) (se cumple)

Ejercicio 2. Demuestra que 2n + 1 < n? para todo n > 3.

Solucién. k= 3: 2-3+ 1 < 3% (se cumple).

k = k + 1: Supongamos que 2k+1 < k? y vamos a ver que entonces 2(k+1)+1 < (k+1)%
En efecto, 2(k+1)+1 = 2k+1+42 < k*4+2 < k*+14+1 < k*+2k+1 = (k+1)? (se cumple)

T

(HLI)

Ejercicio 3. Se define la sucesién de numeros ty,to, t3,... mediante: t; = 1,t5 = 2,t3 =
3ty =tn_1+1tn_o+t, 3, para todo n > 4. Demuestra que ¢, < 2" para todo n € N.
Solucién. k=4: ty; =t +ty+t3=1+2+3 =6 < 2* (se cumple).
{1,2,...,k — 1} = k: Supongamos que t; < 2' para todo i € {4,5,6,...,k — 1} y vamos
a ver que entonces t < 2:
En efecto, tj, = tj_q +tp_o+tp_g < 2P 42872 4 k=3 < 9kl L Ok=2 4 ok=3 1 9241 <
2 (se cumple)

!

(L)

Ejercicio 4. Halla la representacion en base 2, 7y 11 de los siguientes numeros expresados
en base decimal: 137, 6243, 762, 1995.

Solucién. 13710 = 100010012 = 2547 = 11511, 76210 = 10111110102 = 21367 = 63311,
199519 = 111110010115 = 55507 = 15541, 62439 = 1100001100011y = 241267 = 47664 .



Ejercicio 5. Halla la representacién usual (en base 10) de 110111015, 41657, 199544,
1213;, 1213;5.

Solucion. 110111012 = 22110, 41657 = 146810, 199511 = 252410, 12137 = 45110, 12135 =
1831.

Ejercicio 6. Usa el Algoritmo de Euclides para calcular d = mcd(a,b), y encuentra = e
y tales que d = ax + by.
a) a = 1312, b =800. b) a = 322, b = 406.

Solucioén.
a) Se tiene que 1312 = 1-800+512, 800 = 1-5124+288, 512 = 1-288+224, 288 = 1224464,
924 =364+ 32y 64 =232,
Entonces med(1312,800) = med(800,512) = med(512, 288) = mcd(288,224) = med(224,64) =
med(64,32) = 32. Ademas,

32 =224 — 364 = 224 — 3(288 — 224) = (—3) - 288 + 4 - (512 — 288) = 4 - 512 — 7 - (800 — 512)
— (—=7)- 800+ 11 - (1312 — 800) = 11 - 1312 — 18 - 800.

b) Se tiene que 406 = 322 + 84,322 =3-84+ 70,84 =1-70+ 14, 70 = 14 - 5.
Entonces med(406, 322) = mcd(322,84) = med(84,70) = med(70,14) = 14. Ademas,

14=84—-70=284—(322—3-84) =4-84 — 322 = 4(406 — 322) — 322 = 4-406 — 5 - 322.

Ejercicio 7. Se dispone de un suministro ilimitado de agua, un gran cubo con un desagiie
y dos garrafas que contienen 7 y 9 litros respectivamente, como podria ponerse un litro
de agua en el cubo?

Solucion. Tenemos que encontrar las soluciones de 9z + Ty = 1.

- med(9,7) = med(7,2) = med(2,1) = 1.

- una soluciéon particular de 9x + Ty = 1 es xg = 4, yo = —3.

Ejercicio 8. Calcula las soluciones enteras de las siguientes ecuaciones diofanticas:
a) 28x + 36y = 44. b) 662 + 550y = 88. ¢) 966x + 686y = 70.

Soluciodn.

a) - med(36,28) = med(28,8) = med(8,4) = 4.

- Una solucion particular de 28z + 36y = 4 es x¢g = 4, yo = —3.

- Una solucion particular de 28z 4 36y = 44 es xy = 44, yg = —33.
x:44—|—%k:44+9k:

- La solucién general de 28x + 36y = 44 es 428 , ke Z.
y:—SS—Zk:—33—7k3

b) - med(550,66) = med(66,22) = 22.

- Una solucion particular de 66z + 550y = 22 es xg = —8, yo = 1.

- Una solucion particular de 66z 4+ 550y = 88 es o = —32, yg = 4.

550
r=-32+ —k=—-32+25k
- La solucién general de 66z + 550y = 88 es 66 22 , kel
y=4-— ﬁk =4 -3k

¢) - med(966,686) = med(686,280) = med(280, 126) = med(126, 28) = med(28,14) = 14.
- Una solucion particular de 966x + 686y = 14 es xyp = —22, yo = 31.



- Una solucion particular de 966x + 686y = 70 es xyp = —110, yg = 155.

r = —110 + @k = —110 4 49k

- La solucién general de 966z + 686y = 70 es 96&4 ke Z.
y:155—ﬂk:155—69k

Ejercicio 9. Determina los valores de ¢ € Z*, 10 < ¢ < 20, para los que la ecuacién
diofantica 84x 4+ 990y = c tiene solucién y determinala, en su caso.

Solucidn. - med(990,84) = med(84,66) = mcd(66,18) = med(18,12) = med(12,6) = 6.
Luego 84z + 990y = ¢, 10 < ¢ < 20, tiene solucién si y solo si ¢ =12 6 ¢ = 18.

- Una solucién particular de 84z + 990y = 6 es o = 59, yp = —5.

- Una solucién particular de 84z + 990y = 12 es x¢ = 118, yo = —10, y una solucién
particular de 84z 4+ 990y = 18 es zp = 177, yo = —15.

990
r=1184 —Fk =118+ 115k
- La solucion general de 84x + 990y = 12 es 864 ykel,y
yz—lO—gk:—lO—Mk
990

la solucién general de 84z 4+ 990y = 18 es , ke Z.

84
y=—15— k=15 1k

Ejercicio 10. Un turista tiene 1000 coronas checas y quiere cambiar ese dinero en una
cantidad exacta de libras chipriotas y zlotys polacos. El cambio que le ofrece una cierta
Oficina de Cambio es el siguiente: un zloty polaco = 13 coronas checas y una libra
chipriota = 18 coronas checas. La oficina no proporciona fracciones de ninguna moneda,
.de cuantas formas diferentes puede hacerlo? Describe una de dichas formas.

Solucion. Tenemos que encontrar las soluciones de 13z + 18y = 1000 con x,y > 0.
- med(18,13) = med(13,5) = med(5,3) = med(3,2) = med(2,1) = 1.
- Una solucion particular de 13z + 18y =1 es xp = —11, yo = 8.
- Una solucion particular de 13z + 18y = 1000 es o = —11000, yo = 8000.
x = —11000 + 18k

- La solucién general de 13x + 18y = 1000 es y = 8000 — 13k , keZ.

x>0 {—11000+18k20} {181{:211000} 11000 _, _ 8000
y>0 8000 — 13k >0 13k < 8000 18 — "~ 13

612 < k < 615.

Por tanto, el cambio de moneda se puede hacer de 4 formas diferentes, con k& €
{612,613,614,615}:

r =18 r =34 r =52 x =170
{ y =44 ’{ y =31 ’{ y=18 ’{ y=>5
Ejercicio 11. Un agente de Cambio y Bolsa tiene invertido dinero en acciones de Azu-
carera y Repsol. Las acciones de Azucarera se cotizan a 89 euros y las de Repsol a 614
euros cada una. Necesita hacer una transaccién para disponer exactamente de 1000 eu-
ros en efectivo. ;jPuede hacerlo comprando acciones de Repsol y vendiendo acciones de
Azucarera, solamente? En caso afirmativo, ;cuantas acciones de cada tipo, como minimo,

comprard y vendera?
Solucion. Tenemos que encontrar las soluciones de 614x + 89y = 1000 con z < 0,y > 0.



614 = 89 x 6 4 80

890=80x1+9 el med(614,89) = 1. Se cumple ademds que:
80=9x8+8 xo = —10, y9 = 69, son soluciones particulares
9=8x1+1 de la ecuacion diofantica: 614x + 89y = 1.
8=1x8+0

Una solucién particular de 614x 4+ 89y = 1000 es o = —10000, yo = 69000.

. B x = —10000 + 89¢
La solucién general de 641z + 89y = 1000 es { y = 69000 — 614t teZ.
x <0 —10000 489t <0 t < % ~ 112.36
= - - <
{y20}©{69000—614t20 } {tg%zm.% etsllz

El nimero minimo de acciones de cada tipo que, como minimo, tiene que comprar y
z = —10000 + 89 x 112 = —32 }

vender se obtiene para t = 112 y sera { y = 69000 — 614 x 112 = 232

Ejercicio 12. Una determinada empresa tiene que transportar 910 paquetes de su pro-
ducto, para ello dispone de dos transportistas T1 y T2. Se sabe que cada envio de T'1
transporta 325 paquetes, mientras que cada envio de T2 sélo tranporta 26. ;Cuantos
envios debe hacer con T1 y T2 para cumplir, el objetivo previsto de los exactamente
910 paquetes. Teniendo en cuenta que T1 cobra 10.000 euros por envio y T2 sélo 1000
euros,;cual de las soluciones anteriores es de coste minimo?
Solucion.
Sea x = n° de envios por T'1 y sea y = n° de envios por T2 por tanto el planteamiento
sera:

Planteamos la ecuacién: 325z + 26y = 910 pero sélo valdran la soluciones con x > 0 e
y > 0. Aplicamos el algoritmo de Euclides para obtener que med(325,26) = 13, ademds
se cumple que Xy = 1,Y; = —12, son soluciones particulares de la ecuacién diofantica
325x + 26y = 13. Por tanto Xy = 70,Y; = —840, son soluciones particulares de la
ecuacion diofantica 325x + 26y = 910. Entonces las soluciones que nos interesan son las
que verifican el sistema de desigualdades:

T = 704+2t>0 ' t>—-35 Cag
{y: 840 - 250> 0 .dondezﬁEZ:>{tg_?)g.6 =t e {-34,-35}
Soluciones:

sit=-34 x=2,y=10 el coste es de 2 x 10000 + 10 x 1000 = 30 000 euros
sit=-35 =0,y =35 el coste es de 0 x 10000 4 35 x 1000 = 35000 euros

Por tanto la solucién 6ptima es: x = 2,y = 10

Ejercicio 13. Demuestra que si p es primo distinto de 2 y de 5 entonces, o bien p* — 1,
o bien p? + 1 es divisible por 10.

Solucién. Expresamos a en la forma p = 10c + r (c es el cociente y r € {0,1,2,...9} es
el resto de dividir p entre 10.

Como p es primo distinto de 2 y de 5, r € {1,3,7,9}.



( (10c+1)* = (100c® +20c+ 1) = p* — 1 =10(10¢* + 2¢)
6
(10c + 3)* = (100c* + 60c +9) = p*+1=10(10c* + 6¢ + 1)
Entonces p? = 6
(10c + 7)? = (100¢* + 140c + 49) = p? + 1 = 10(10¢* + 14c + 5)
6
(10c +9)2 = (1002 + 180¢ + 81) = p? — 1 = 10(10¢* + 18¢ + 8)

\

Ejercicio 14. Demuestra que el cuadrado de todo numero entero es de la forma 4k o
4k + 1.
Demuestra que el cubo de todo numero entero es de la forma 9% o 9k + 1 o 9k + 8.

Solucién. a) Todo entero n se puede expresar de la forma p = 2¢ + r (c es el cociente y
r € {0,1} es el resto de dividir n entre 2.
(2¢)? = 4c?
6
(2c+ 1) =4 +4c+1=4(*+c) +1

Entonces n? =

b) Todo entero n se puede expresar de la forma p = 3¢+ (c es el cociente y r € {0, 1,2}
es el resto de dividir n entre 2.
(3c)? = 27¢3 = 9(3¢?)
o)
Entonces n® = ¢ (3c+1)> =27 +27¢* + 9¢+ 1 =93 + 3c* + ¢) + 1
o)
(3c+2)? = 27¢® + 54¢® + 36¢ + 8 = 9(3¢® + 6¢ + 4c) + 8

Ejercicio 15. Si a € Z y no es miltiplo de 2 ni de 3 demuestra que 24|a* — 1.

Solucién. Expresamos a en la forma p = 12¢+ 1 (c es el cociente y r € {0,1,2,...11} es
el resto de dividir n entre 12.
Como a no es miltiplo de 2 ni de 3, r € {1,5,7,11}.

(((12c+1)2 — 1 = (144¢2 + 24c + 1) — 1 = 144¢2 + 24¢ = 24(6¢ + ¢)
6

a’—1 = )

(0)

Ejercicio 16. Demuestra que si 5 no divide a n entonces 5 divide a n® — 1.

Solucién. Se tiene que n® — 1= (n*+ 1)(n*> + 1)(n + 1)(n — 1).

Como n no divide a 5, n = 5¢c+r, r € {1,2,3,4}. Entonces:
-si n = 5c¢+ 1, entonces n — 1 = 5¢ es multiplo de 5 y por tanto n® — 1 también,
-sin = 5c+2, entonces n?2+1 = 5¢° +10c+ 5 es miiltiplo de 5 y por tanto n® — 1 también,
-si n = Hc + 3, entonces n?2 + 1 = 5¢® + 30c + 10 es multiplo de 5 y por tanto n® — 1
también,
-si n = 5¢ + 4, entonces n 4+ 1 = 5¢ + 5 es multiplo de 5 y por tanto n® — 1 también.

(12¢ + 5)% — 1 = (144¢2 4 120c + 25) — 1 = 144¢% 4 120¢ + 24 = 24(6¢* + 5¢ + 1)
(12¢ 4+ 7)% — 1 = (144c¢* + 168¢ + 49) — 1 = 144¢* + 168¢ + 48 = 24(6¢* + Tc + 2)

| (126 +11)2 — 1 = (14462 + 264¢ + 121) — 1 = 144 + 264¢ + 120 = 24(6¢ + 11¢ + 5)



Ejercicio 17. Estudia si son o no primos, los numeros 811, 493 y 911.
Solucién. Como 23 < /811 < 29, tenemos que comprobar solo si 911 es divisible por
los niimeros primos 2,3,5,7,11,13,17,19,23. Como no es divisible por ninguno de ellos, 811
es primo.

Como 19v/493 < 23, tenemos que comprobar solo si 911 es divisible por los nimeros
primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Como 493 = 17 - 29, 493 no es primo.

Como 30 < v/911 < 31, tenemos que comprobar solo si 911 es divisible por los nimeros
primos 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29. Como no es divisible por ninguno de ellos, 911 es primo.

Ejercicio 18. Averigua si son primos o compuestos los ntimeros: 1103, 3137 y 2809
Solucion.
a) Observamos que v/1103 = 33.211.. Entonces, 1103 es primo pues no es divisible por
ningun primo ¢ € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31}

b) Observamos que v/3137.= 56.009.. Entonces, 3137 es primo pues no es divisible
por ningin primo ¢ € {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43,47,53}

¢) Observamos que /2809 = 53.0 Entonces, 2809 no es primo pues es divisible por
53

Ejercicio 19. Demuestra que todo numero primo p > 3 se puede escribir de la forma
a) 4n+ 1 o 4n + 3 para algin n € N. b) 6n+ 1 o 6n + 5 para algin n € N.

Solucién. a) Todo p > 3 se puede expresar de la forma p = 4¢ + r (c es el cociente y
r € 40,1,2,3} es el resto de dividir n entre 4.

Si r = 0, entonces p es multiplo de 4 y por tanto no puede ser primo. Si r = 2,
entonces p es multiplo de 2 y como p > 2 no puede ser primo.

Luego las tinicas posibilidades con p primo son = 1 o r = 3 (ambas se dan: 5 = 4+1,
7T=4+3).

b) Todo p > 3 se puede expresar de la forma p = 6¢+r (ces el cocientey r € {0, 1,2,3,4,5}
es el resto de dividir n entre 6.

Sir =06 3, entonces p es multiplo de 3 y como p > 3 no puede ser primo. Si r = 0,
2 0 4, entonces p es multiplo de 2 y como p > 2 no puede ser primo.

Luego las tinicas posibilidades con p primo son 7 =1 o r = 5 (ambas se dan: 7 =641,
11=6+5).

Ejercicio 20. Demuestra que si n es un entero positivo, ninguno de los n enteros consec-
utivos empezando por (n + 1)! 4+ 2 es primo.

Solucién. Como (n+1)+2=n-(n—1)-(n —2)---2-1, entonces:

-m+)N+2=mn+1)-n-(n—1)-(n—2)---2-1+ 2 es divisible por 2,
-m+1)N+3=Mn+1)-n-(n—1)-(n—2)---2-1+ 2 es divisible por 3,
-m+1)+4=Mn+1)-n-(n—1)-(n—2)---2-1+4 es divisible por 4,

-m+)+n=mn+1)-n-(n—1)-(n—2)---2-1+ n es divisible por n,
-n+ D!+ (n+1)=Mn+1)n-(n—1)-(n—2)---2-1+ (n+ 1) es divisible por n + 1.

Ejercicio 21. En la Facultad de Informatica se quieren equipar las aulas con un orde-
nador y una pizarra digital por aula. Suponiendo que se tiene un presupuesto de 6750
, que cada ordenador cuesta 450 y cada pizarra digital 825 , jcuantos ordenadores y



pizarras se pueden comprar agotando exactamente todo el presupuesto?

Soluciodn.

Sean x = n° de ordenadores e y = n° de pizarras que se pueden comprar como maximo.
Resolvemos la ecuacion diofantica: 450x + 825y = 6750. Aplicando el algoritmo de Eu-
clides resulta

825 = 450+ 375
450 = 375+ 75 = (450.825) = 75|6750 = 75 x 90
375 = T5x5

Por tanto, existen soluciones.

75 = 450 —375 = 450 — (825 —450) = 2x450—825 6750 = 90 x 75 = 180 x 450 —90 x 825

895 180
— 180+ 0220 180 4 11t > > 1%

o B0+ =2t = 180+ 1162 0> 1> —
450 90
90— 90—t 0=t < 2
Y 75 =V=t=7

luego las posibilidades son

15 =5 a=15y=0
| -16 = x=4y=06

Ejercicio 22. Halla, si existen, los inversos de:

a) Z15 —Solucién. Uy; ={1,2,4,7,8,11,13,14}

b)Z4s —Solucién. Uy, = { 1,5,11,13,17,19,23,25,29,31, 37,41}

¢) 77771 en Zige . Solucién.
Ya que med(777,1009) = 1, tenemos que xy = —274, es solucién particular para x en la
ecuacion diofantica: 777x + 1009y = 1, obtenida por el algoritmo de Euclides.

Por tanto en Zygge: 777 1 = —274 = 735

Ejercicio 23. Resuelve las ecuaciones:

i) 28z =77 en Zg; con 0 < x < 637.

Solucion.
med(637,28) = 7. Por lo tanto tendremos 7 soluciones en Zgsz. Se cumple ademés
que X = 23,Y = —1, son soluciones particulares de la ecuacion diofantica: 7 =

28X + 637Y. Entonces X = 253,Y = —11 seran soluciones de 77 = 28X + 637Y.
Las soluciones vendran dadas por la formula: { xr= 253+ 91t € Zg37 } .donde t €
{0,1,2,3,4,5,6}.

ii) 35%6x =2 en 7, :
Solucién.

’U41| = 40 .
En Z41 35346 — 3540><83526 — 3526 — 526726 — (53)8 52 (72)13 —
2852813 = 24752 — 9752 — 552 = 125 = 2

Sustituyendo y despejando en la ecuacion tenemos x = 1



Ejercicio 24. Enuncia el teorema de Euler y aplicalo para calcular el resto de dividir
528575 entre 17.

Solucién.

|Uyz| = 16 y 5 € Uyz, por el teorema de Euler 51 =1 en Z17. Ya que 28575mod 16 = 15

tenemos que en Zi7
53540 _ 5l6x1785+15 _ 515 _ 51 _ 7

Ejercicio 25. Calcula:

a) El nimero de elementos que tienen inverso en Zsosras.

Solucién: Como 25725 = 3 x 52 x 72, el cardinal de las unidades en Zos795 €s

$(25725) = ¢(3) x #(5) x ¢(7°) =2 x 20 x 294 = 11760.
b) T en Zg tal que 217 = 6

Solucién:

Como el med(21,9) =3 y 3| 6, la ecuacion tiene 3 soluciones en Zg. Si simplificamos
nos queda la ecuacién: 3z = 6 que tiene como solucién particular = 2, por tanto las
tres soluciones en Zg son: {T =2+ 3¢ donde ¢ € {0,1,2}} = {2,5,8}

Ejercicio 26. Enuncia el teorema de Euler y aplicalo para resolver la siguiente ecuacion
AAa214 5
2010 = 2T en Zg; con 0 <z <91

Solucion:
Tenemos que 2010 = 8 en Zg;, ademas mcd(8,91) = 1y ¢(91) = ¢(7) x ¢(13) =
6 x 12 = 72 = por Euler 8~ = T en Zq;, de donde

m214 _ g72><2+70 _ (§72>2 ” g70 _ §70
Simplifiquemos la ecuacion:
8" = 2z
8" = ¥ x2w =128z =371
1 =3r=72=037)"'=>7=32
Ejercicio 27. Calcula 19'%! en Zyy,
Solucién:
Dado que 221 = 13 x 17 y que mcd(19,221) = 1, podemos aplicar el teorema de Euler
y afirmar que 192?2) = 1 en Zg, siendo ®(221) el cardinal de las unidades de Zgo; .

Como ®(221) = ®(13) x ®(17) = 12 x 16 = 192. Por lo que en Zg; 192221 = 19192 =
19191 x 19 = 1. Tenemos entonces: 199" = 197!, Para hallar este inverso aplicamos el
algoritmo de Fuclides:



221 =19 x 11 412 )

19=12x1+7 el med(221,19) = 1. Se cumple ademés que:
12=7x14+5 Xo =8,Yy; = —93, son soluciones particulares
T=5x1+2 de la ecuacion diofantica: 1 = 221X + 19Y
b=2x2+1 En Zgy 1919 = 1971 = —93 = 128
2=1x2+0

V

Ejercicio 28. Resolver (si es que tiene solucién) el sistema de congruencias

7r+1 = 5(mod12)
3z = 5(modT7)
3z = 1(modb)
Solucién:
r = 4(mod12)
Despejando = ¢ o= 4(mod?7)
r= 2(modb)

Aplicamos el Teorema Chino del Resto

35 y 11 son tales que 35 x 11 = 1(mod 12)
60 y 2 son tales que 60 x 2 = 1(mod?7)
84 y 4 son tales que 84 x 4 = 1(mod 5)

Entonces, obtenemos la solucion:

2= (4% 35x 1144 x 60 x 2+ 2 x 84 x 4)(mod 420) = 2692(mod 420) = 172(mod 420)
xr = 172(mod 420)

Ejercicio 29. Se han lanzado, en un ordenador, tres procesos que peridédicamente acceden
a un recurso compartido. Si dos de ellos accecen de forma simultanea no hay problemas,
pero si lo hacen los tres se producira un bloqueo. Considerando los datos de la siguiente
tabla:

Proceso | accede por primera vez al recurso | accede cada
1 10:00 horas 5 minutos
2 10:02 horas 12 minutos
3 ¢ minutos después de las 10 horas | 4 minutos

Si llamamos x al nimero de minutos transcurridos después de 1las10:00 horas hasta la
ocurrencia de un bloqueo,

1. Demuestra que se producira un bloqueo si y sélo si ¢ = 2mod 4.
Solucion
Si se produce un bloqueo, el siguiente sistema tiene solucién:

x= 0(modb)
r= 2(mod12)
r= ¢(mod4)

En particular de las dos tltimas ecuaciones tenemos
c¢(mod4) =2(mod 12) = ¢ — 2 =12k — 4tVk,t € Z = ¢ — 2 = 4(3k — t)Vk,t € Z



=4|(c—2)=c=2mod4
Por otro lado, si ¢ = 2mod 4.

#

Si imponemos ahora que se verifique la primera ecuacion

{ x 0(mod 5) { Como 5 x 5 = 1(mod 12), aplicamos el Teorema Chino del Resto:
T

2(mod 12) r=2x%x5x%x5+0x(....)(mod 60) = 50(mod 60)
Por tanto, el sistema tiene solucién y se producird un bloqueo a las 10:50 horas.

= 12k — 4¢ buscamos soluciones particulares:
k0:0,t0:0:>k::0+s‘v’s€Z
r =2+ 12k =2+ 125 = x = 2(mod 12)

2(mod 12)
2(mod 4)

2. Si ¢ = 6, encuentra la hora del primer bloqueo que se producira entre las 10:00 y
11:00.
Solucion Para ¢ = 6 el sistema es equivalente al anterior, ya que la ecuacion:
r = 6(mod4) es equivalente a z = 2(mod 4). Por tanto la solucién serd la misma y
se producira un bloqueo a las 10:50 horas.

Ejercicio 30. Calcula 5?°®mod 13, 52 mod 11, 52> mod 7. Enuncia el teorema del
resto y utilizalo para calcular 52°°3 mod 1001

Solucion.

52003 mod 13 = 512><166+11 mod

13=5"mod13 =5"'mod13 =8

5203 mod 11 = 4.0 = 519%20+3 10d 11 = 5> mod 11 = 4

52003 mod7 = 56><333+5 mod

7=5"mod7 =5"1mod7 =3

Como acabamos de ver 5293 es solucién del siguiente sistema :

r = 8modl13
r = 4modl1l
r = 3mod7

El teorema del resto garantiza que este sistema tiene una unica solucion, médulo 13 x
11 x 7= 1001, y nos da la solucién
r=8xT7Tx(—=1)4+4x91 x4+ 3x 143 x 5 =2985mod 1001 = 983

Ejercicio 31. Resolver (si es que tiene solucién) los sistema de congruencias

br = 6(mod12) r = 6(mod12)
a) ¢ 2x = 5(mod7) Despejando = ¢ =z = 20(mod7)
3z = 1(mod5) r= 2(modb)

Aplicamos el teorema

35 y 1lson tales que 35.11 = 1(mod12)

60 y 2 son tales que 60.2 = 1(mod7)

84 y 4 son tales que 84.4 = 1(mod5)

x = (6.35.11 + 20.60.2 + 2.84.4) mod 420 = 5382 mod 420 = 342 mod 420
xr = 342 en Zy99

El entero soluciéon del sistema es 342



b) 21z = 15(mod 30)
6z = 5(mod 25)

Para resolver este sistema se hace uso de la propiedad cancelativa general:

)

ac = be(modm) = a = b(mod

med(m, c)
21z = 15(mod 30) 3 x 7r = 3 x 5(mod30) N 7r = 5(mod 10)
6z = 5(mod25) 6x = 5(mod 25) x = —4 x 5(mod 25)
x = 3 x 5(mod10) r = 15(mod 10) ioualando
x= —20(mod 25) = 5(mod2s)  BHAAN

{25k —10t =10 = t=4-5¢ x=15+10(4 —5¢) = z = 55— 50g

0 { 120z = 180(mod 450)

24r = 76(mod 100)

Para resolver este sistema se hace uso de la propiedad cancelativa general:

ac = bc(modm) = a=b(mod %)
1202 = 180(mod 450) 2 x 60z = 3 x 60(mod 450) N 2z = 3(mod 15)
24r = 76(mod 100) 6 x4z = 19 x 4(mod 100) 6z = 19(mod 25)

pues med(450,60) = 30 y med(100,4) = 4. Multiplicando la primera ecuacién por 8,
que es el inverso de 2(modl15), depejamos x

xr = 24(modl5) = 9(modl5), de donde = = 9 + 15k. Sustituyendo en la segunda
ecuacién: 6 x (9 + 15k) = 19(mod25) = 4 + 15k = 19(mod25) = 15k = 15(mod25),
que cancelando obtenemos: k = 1(mod5) de donde k = 1+ 5t sustituyendo en el valor
de z resulta © = 94 15(1 + 5t) = 24 + 75¢, es decir,

x = 24(mod 75)
Ejercicio 32. Resuelve la siguiente ecuacién 975"z = 9 con 0 < x < 323
Solucién: Como 323 = 17 x 19, el cardinal de las unidades en Zsa3 es ¢(323) = 16 x 18 =

288. Por otro lado en Zsss: 975 = 6, de donde: 975°™ = 6°™ = por Euler 62*® = 1 en
Loz = =062 =602 =62 x 6" = 6°x9=324=1

Ejercicio 33. Resuelve (si es que tiene solucion) el sistema de congruencias

3= 2(modT7)
21z = 15(mod 30)
6z = 5(mod25)

Solucion: usando la propiedad cancelativa queda el siguiente sistema equivalente :

xr= 3(mod7)
x = 5(mod 10)
x = 5(mod 25)

que resolviendo las dos ultimas e igualando a la primera obtenemos la solucién z =
255+ 350t Vte Z



